Soluciones de algunos ejercicios propuestos

En los siguientes ejercicios te pedia que probaras algunas propiedades muy sencillas de los nu-
meros. Supongo que hace ya tanto tiempo que conoces estas propiedades de los nimeros que has
olvidado cuédndo las aprendiste. | Y ahora te piden que las demuestres! Puedo imaginar tu reaccién
Jque demuestre que Ox = 0?2, ;pero si eso es evidente! ;siempre me han dicho que es asi! ;jcomo

se puede demostrar tal cosa?.

Pues bien, si has sabido hacer los ejercicios te felicito; y si los has pensado suficiente tiempo pero

no has logrado hacerlos, pues... te felicito ain mas.

Pienso que muchas veces la dificultad de un ejercicio estd en que no sabes qué es exactamente
lo que se te pide que hagas; no te dan un marco claro de referencia. En estas situaciones lo més
frecuente es “quedarse colgado” con la mente en blanco sin saber qué hacer. Para evitar ese
peligro, en este curso vamos a dar un marco de referencia muy claro que va a consistir en unas
propiedades de los nimeros ( axiomas, si quieres llamarlas asi) que vamos a aceptar como punto
de partida para nuestro estudio. Esas propiedades, junto con las reglas de inferencia l6gica usuales
y con definiciones apropiadas nos permitiran demostrar resultados (teoremas) que podremos usar
para seguir avanzando. Simplificando un poco, puede decirse que en matematicas no hay nada mas
que axiomas y teoremas (bueno, también hay conjeturas, proposiciones indecidibles...). Todo lo
que se demuestra es un teorema; por ejemplo Ox = 0 es un teorema. Ocurre que el nombre teorema
se reserva para resultados que se consideran realmente importantes y que ha costado esfuerzo llegar
a probarlos. Se usan también los términos: corolario, lema, proposicion y otros. Pero la estructura
de una teoria matemdtica elaborada se resume en un conjunto de axiomas y de teoremas que se

deducen de ellos mediante reglas de inferencia logica.

Te cuento todo esto para que entiendas lo importante que es saber situarse ante un problema con-
creto, es decir, enmarcarlo en una teoria apropiada que te proporcione un marco dentro del cual
dicho problema tenga sentido. Ahora podras entender por qué no se te ha ocurrido nada, si este
es tu caso, para demostrar que x0 = 0: porque no has sabido situar lo que se pide en su contexto

adecuado.
1. ¢Sabes probar que 0x = 07 Inténtalo.

Sol. Una forma de hacerlo es asi: 0x = (0+0)x = 0x+ 0x, es decir, 0x = 0x+ Ox, y sumando ahora el

opuesto de 0x a ambos lados de esta igualdad obtenemos Ox = 0.

2. (Qué entiendes por —x? ;Es cierto que —x es negativo?
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Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

Sol.

I3

Esto debe de quedar bien claro: “—x” significa “opuesto de x”, es el nimero que sumado con x

“«

es igual a 0. Deberiamos evitar leer “—x” como “menos x” porque eso es fuente de numerosas

“«

confusiones. Recuerda: el simbolo “—” tiene un significado algebraico. El siguiente ejemplo te
convencera si tienes dudas: —(1,—2,3) = (—1,2,—3) es el opuesto del vector (1,—2,3) y no creo

que hayas oido hablar de vectores positivos ni negativos ¢ verdad?.
Escribe con palabras lo que afirma la igualdad (—x)y = —xy. ;Sabes probarla?

xy+ (—x)y = (x+ (—x))y = 0y = 0. Lo que prueba que (—x)y es el opuesto de xy. Que es lo que

afirma la igualdad del enunciado. Fijate de que aqui se deduce enseguida que (—x)(—y) = xy.

Demuestra que si x # 0 entonces x> > 0 (en consecuencia 1 > 0).

2

Basta observar que x* = xx = (—x)(—x) y, como x # 0 debe ocurrir que o bien sea x > 0, en cuyo

caso x*> = xx > 0, o bien —x > 0, en cuyo caso x*> = (—x)(—x) > 0.

(Sabes por qué no se puede dividir por 0?7

Si se pudiera dividir por 0, es decir, si hubiera un nimero que fuera el inverso del 0, su producto
por O habria de ser igual a 1, pero, como hemos visto antes, al multiplicar por O el resultado es

siempre 0. Conclusion: si se pudiera dividir por cero habria de ser 1 = 0, lo cual es falso.
Seguro que sabes construir un segmento de longitud v/2. ;Y de longitud v/3?

Un segmento de longitud /2 es, por ejemplo, una diagonal de un cuadrado de lado 1. Ahora es

facil construir sobre esa diagonal un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa tenga longitud igual a

V3.
Qué quiere decir que un niimero no es racional? Demuestra que /2 no es racional.

Que un ntimero no es racional quiere decir que no puede escribirse como cociente de nimeros
enteros. Para probar que un nimero es irracional suele razonarse por contradiccidn: se supone que
el ndmero en cuestidn es racional y se llega a una situacion contradictoria. Una prueba cldsica
de que /2 es irracional es como sigue. Supongamos que /2 fuera racional. Entonces existirdn
nimeros naturales m y n sin factores comunes, en particular m y n no podran ser ambos pares,

tales que /2 = T, esto es, 2n> = m?. La igualdad 2n?> = m? 2

n
implica que también tiene que serlo m. Asi podemos escribir m = 2p. Sustituyendo en la igualdad

nos dice que m~ es par lo cual

anterior y simplificando tenemos que n”> = 2p?, y de aqui se sigue, al igual que antes, que 7 tiene

que ser par y ésta es la contradiccion anunciada.

No suele ser cosa sencilla probar que un nimero concreto no es racional. Fijate que la definicion

de nimero irracional como aquél que tiene infinitas cifras decimales no periddicas, puede ser util
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Sol.

Sol.

quizés para ayudar a la intuicién, pero no es util en absoluto para probar que un nimero dado no

es racional.

Si has intentado hacer los ejercicios de desigualdades habras podido comprobar lo facil que es
equivocarse al trabajar con desigualdades. Yo creo que en el bachillerato no se le da a este tema
la importancia que merece. Fijate que algunos de los conceptos mds importantes del Célculo se
definen mediante desigualdades (por ejemplo, la definicién de sucesién convergente o de limite
de una funcién en un punto). Por ello, tan importante como saber realizar cdlculos mas o menos
complicados, es aprender a manejar correctamente desigualdades, y la inica manera de hacerlo es
con la prictica mediante numerosos ejemplos concretos. Por supuesto, siempre deben respetarse
cuidadosamente las reglas generales que gobiernan las desigualdades entre niimeros y asegurarse
de que se usan correctamente. Aparte de tales reglas no hay otros métodos generales que nos digan

cémo tenemos que proceder en cada caso particular.

2x—3 1

Calcula para qué valores de x se verifica que < 3.
x+2 3

Claro estd, x # —2 (recuerda, no se puede dividir por 0). Como al multiplicar una desigualdad
por un nimero positivo la desigualdad se conserva, deducimos que si x > —2, la desigualdad dada
equivale a 6x —9 < x+ 2, es decir, x < 11/5. Luego para —2 < x < 11/5 la desigualdad es cierta.
Veamos ahora qué pasa si x < —2. En tal caso, al multiplicar por x 42 < 0 la desigualdad equivale
a6x—9 > x+2, es decir, x > 11/5 condicién que no puede darse si x+2 < 0. En resumen, la

desigualdad es cierta para —2 < x < 11/5.

Discute la validez de las relaciones:

a) |x| =1yl =lx—y|
b) |x—5|<|x+1]

Sabemos que el valor absoluto de una suma de dos nimeros es igual a la suma de sus valores
absolutos cuando, y s6lo cuando, los dos nimeros son ambos positivos o negativos (su producto

es positivo).
a) Como |x| = |(x —y) + |, la igualdad del enunciado equivale a que |(x—y) +y| = |x—y| +|y| lo
que ocurre si, y sélo si, (x—y)y > 0.

También podemos razonar como sigue: para que |x| — |y| = |x — y| una primera condicién evidente

es que |x| — |y| = 0, o sea, |x| > |y|. Supuesto que esta condicion se cumple, entonces los dos lados
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10.

Sol.

11.

Sol.

de la igualdad |x| — |y| = |x — y| son ndimeros mayores o iguales que 0, por lo que dicha igualdad

2, que, simplificando, resulta ser xy = |xy

serd equivalente a (|x| — [y[)> = |x —y , 0sea, xy > 0.
Hemos obtenido ahora que la igualdad es vélida cuando |x| > |y| y xy > 0. ;Sabrias justificar que

estas dos condiciones juntas equivalen a la condicién anterior: (x —y)y > 0?

b) La desigualdad |x — 5| < |x+ 1| equivale a |x —5|> < |x+ 1|2, es decir,

X —10x+25<x*>+2x+1

o sea, 24 < 12x, esto es, x > 2.

Puedes hacer un dibujo representando los nimeros en una recta en la que fijas un origen y una

unidad: se trata de ver cudndo x estd mds cerca de 5 que de —1.
(Bsciertoque 0 <x+y—xy<1 siempreque 0<x<1,0<y<1?

Hay muchas formas de hacer este ejercicio. Por ejemplo, fijate que podemos escribir las hipdtesis
como sigue 0 < 1 —x < 1y 0 < 1—y< 1. Deaqui se deduce que 0 < (1 —x)(1 —y) < 1 queesla

misma desigualdad del enunciado escrita de otra forma.

Sabiendo que a+b > c+d, a > b, c > d; ;se verifica necesariamente alguna de las desigualdades:

a>c,a>d, b>c o b>d?Daruna prueba o un contragjemplo en cada caso.

Que las letras no te despisten: lo que te estdn diciendo es que si la suma de dos nimeros distintos
entre si es mayor que la suma de otros dos nimeros distintos entre si, ¢es cierto, por ejemplo, que
el mayor del primer par es mds grande que el mayor del segundo par? Estd claro que no tiene por
qué ser asi: los otros sumandos pueden compensar la diferencia. Por ejemplo 2524250 > 500+ 1.
Ya sabemos que no tiene por qué ser cierto que a > c. El mismo ejemplo prueba que tampoco tiene
por qué ocurrir que b > c. El ejemplo 500+ 2 > 251 + 250 prueba que tampoco tiene por qué ser
b > d. Intenta ahora buscar un ejemplo en el que no se cumpla que a > d (pero no le dediques més
de cinco minutos). ;Ya? No lo habrds encontrado porque, si lo piensas un poco, verds que tiene
que ser necesariamente a > d. Intenta demostrarlo (aunque tengas que dedicarle més de cinco

minutos).

Lo primero que se le ocurre a uno es escribir a > (¢ —b) +d. Si ¢ — b fuera siempre positivo
habriamos acabado (y también habriamos demostrado mds de lo que queremos), pero no tiene por
qué ser asi, por ejemplo 9+ 8 > 2+ 1. La demostracion directa no parece viable. En estos casos
tenemos que intentar un camino indirecto. Probemos que no puede ocurrir que a < d. Eso es ficil.
Fijate: si fuera a < d, como nos dicen que b < ay d < ¢, también seria b < d y a < c; pero entonces

a—+b < c+dlo que es contrario a la hipétesis hecha. Luego concluimos que a > d.
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Todo lo anterior es muy fécil y yo me he extendido demasiado. Quizds td lo veas de forma mds
sencilla. ;| No parece evidente que, en las hipétesis hechas, el mdximo del primer par (a) tenga que

ser mayor que el minimo (d) del segundo?
12. Discutir la validez de las igualdades:

@) etytzl =yt
by x—y+zf=[l—|z—y

Sol. a) Por la antes visto, la igualdad [x+y+z| = [(x+y) +z| = [x+y| + |z], se da si, y sélo si,
(x+y)z = 0.

b) Esto ya tienes que saberlo hacer. Observa que |x| = [x+ (z—y) + (y — 2)|-

13. Pruébese cada una de las siguientes desigualdades y digase, en cada caso, cudndo se da la igualdad.
i) 2xy <xZ+y2
i) 4xy < (x+y)2.
iii) x2 +xy+y2 > 0.
iv) (a®?+a+1)(b2+b+1)(c*+c+1) > 27abc donde a > 0,b >0, ¢ > 0.
v) abc <1 donde a > 0,b > 0,¢ > 0 verifican (1+a2)(1+b%)(1+c?) =8.

Sugerencia: para probar i) considérese (x —y)2. Las demas desigualdades pueden deducirse de i).

Sol. Siguiendo la sugerencia, que para eso nos la dan, tenemos que
(x=y)=x"+y =22y >0

de donde se deduce que 2xy < x? +y2, y la igualdad ocurre si, y s6lo si, x = y. Si sumas 2xy a
ambos lados de la desigualdad 2xy < x? +y2, obtienes que 4xy < (x+y)?, y la igualdad ocurre

si, y sélo si, x = y.

Observa que en las desigualdades ya probadas, x, y son dos niimeros arbitrarios. Puedes cambiarlos
por sus opuestos o por sus valores absolutos. Si lo haces, obtendras que 2|x||y| < x> +y%. De aqui
deducimos x? +y* > 2|xy| > |xy| > —xy, luego x> +y? +xy > 0 y la igualdad se da si, y sélo si,
x=y=0.

Probaremos ahora la desigualdad (a?+a+1)(b>+b+1)(c?+c+1) = 27abc donde se supone
que a > 0,b > 0,c > 0. Lo primero que se observa es la completa simetria de la desigualdad

propuesta. Puesto que lo tinico que sabemos de a, b y ¢ es que son positivos, parece razonable

pensar que si la desigualdad que nos dan es cierta es porque x* +x+ 1 > 3x cualquiera sea x > 0,
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14.

Sol.

15.

es decir, x> + 1 > 2x, o lo que es igual (x —1)? > 0; lo que es cierto (para todonimero x) y la
igualdad se da si, y solo si x = 1. Sustituyendo ahora en x> +x+1>3x,x=a, x=b,x=cy

multiplicando miembro a miembro las tres desigualdades resultantes, obtenemos que
(a®>+a+1)(b>+b+1)(c*+c+1) >2Tabc

y la igualdad se da si, y s6lo si, a = b = ¢ = 1. ;Dénde hemos usado que los niimeros a, b y ¢ son

positivos?

La ultima desigualdad propuesta también llama la atencién por su simetria. Usando otra vez que
0 < (x—1)2, se sigue que 2x < 1+ x%. Ahora sustituyes x por a, b y ¢, multiplicas miembro a

miembro las desigualdades obtenidas y has acabado.

Fijate cudnto partido hemos sacado de la desigualdad elemental (x —y)% > 0.

1 1 1 1
Pruébese la desigualdad: — 4+ ——— < —+ — siempre que 0 <a <x < b.
x a+b—x a b

En este ejercicio no parece, en principio, cosa facil deducir la desigualdad pedida de las hipéte-
sis que nos dan. En estos casos puede intentarse trabajar para atrds, es decir, ir convirtiendo la
desigualdad que nos piden probar en otras equivalentes a ella y mas sencillas, hasta llegar a una
que seamos capaces de deducir de la hipétesis que nos dan. Haciendo las operaciones indicadas,
podemos escribir la desigualdad en la forma

a+b <a+b
x(a+b—x) ab

y, como los denominadores son positivos, esto es lo mismo que
(a+Db)ab < (a+b)x(a+b—x)
Como a+ b > 0 esta desigualdad equivale a ab < x(a+ b — x), es decir:
0<ax+bx—x*—ab= (x—a)(b—x)
Pero esta ultima desigualdad es consecuencia de que la hipétesis hecha, 0 < a < x < b, la cual

implica que 0 <x—ay 0 <b—x.Y por tanto (x —a)(b—x) > 0.

Con esto podemos considerar que hemos acabado, pero es una buena costumbre dar ahora la vuelta
al razonamiento que hemos seguido, es decir, deshacer el camino recorrido para obtener una prueba
directa.

1 1 1
log, (a) ~ logy() ' log.(a) ' log,(a)

Resolver
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Sol.

16.

Sol.

17.

Sol.

18.

Sol.

Pongamos y = log, (a). Por definicién, tenemos que x” = a, de donde se sigue que ylogx = loga.
1

Hemos obtenido asi que log, (a) = loﬂ. Con ello, la igualdad del enunciado puede escribirse
ogx

como
logx logh logc  logd

loga loga loga loga
esto es logx =logb+logc+logd, o lo que es igual, logx =log(bcd). Como la funcién logaritmo
es inyectiva, deducimos que x = bcd.
b
Probar la igualdad arccosx + arcsenx = > Vxe[-1,1]
Se trata de probar que arcsenx = 7 — arccosx para todo x € [—1, 1]. Para ello, dado x € [—1,1],
pongamos y = % —arccosx. Como, por definicién, 0 < arccosx < T, deducimos que —72—t <z< %

Ademads
senz = sen(m/2 —arccosx) = sen(n/2) cos(—arccosx) + cos(m/2) sen(— arccosx) =
= cos(—arccosx) = cos(arccosx) = x

Hemos probado asi que senz =x, y —5 <z < 5 lo que, por definicién, quiere decir que z =

arcsenx.
Probar que tg(arcsenx) = % para todo x€] — 1, 1].
1—x
Como' t 0L deducimos que t (arcsenx) * Vx¢€] —1,1] (hay que excluir los
= —— X)) = —_—, X —_ s
8L Cosz uete cos(arcsenx) v

puntos +1 porque arcsen(+1) = +n/2) . Bastard probar, por tanto, que cos(arcsenx) = v/ 1 —x2.

Como cos?z = 1 —sen? z, deducimos que, COSZ(aI'C senx) =1 — x2, esto es,
|cos(arcsenx)| = V' 1 —x2
b T .
Ahora, como ) <L arcsenx < 5 se sigue que cos(arcsenx) > 0, por lo que

cos(arcsenx) = |cos(arcsenx)|

y, por tanto, cos(arcsenx) = /1 —x2.

1
Dado un nimero x # 0, calcilese un ndmero ¢ € R tal que v =Xx.
sen

t —t

e
Aqui el dato es el nimero x # 0. Puesto que senht =

, tenemos que calcular un ndmero
t que verifique la igualdad 2 = x(e’ —e ™), esto es, xe* —2 e’ —x = 0. Haciendo y = e, tenemos
que xy> —2y —x = 0, por lo que los dos posibles valores para y son

14+ 14x2 o 1—vV14x2
X

X
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19.

Soluciéon

Como debe ser y > 0 (porque el valor de una exponencial siempre es positivo), deducimos que
1+ 1+x2 .
log| ——— |, six>0

X

t =logy=

X

11—V 1+x2
log (—H>, six<0

Se quiere amortizar una deuda de 10 millones de pesetas el dia 31 de diciembre de 2005. Esta
deuda ha sido contraida el dia 1 de enero de 2000, y se incrementa cada trimestre al 6 por 100
anual. Para amortizarla se quiere pagar una cantidad fija el dltimo dia de cada mes, empezando
el 31 de enero de 2000 y terminando el 31 de diciembre de 2005. Estas cantidades producen un
interés anual del 3 por 100, que se acumula mensualmente. ;Qué cantidad hay que abonar cada

mes?

Como la deuda se incrementa a un interés compuesto (expresado en tanto por uno) del 0,06/4 cada

trimestre, el 31 de diciembre de 2005 la deuda més los intereses serd igual a:

0,06\ >
1o7<1+ ’4 )

Llamemos P a la mensualidad que tendremos que pagar al final de cada mes. Dichas mensualidades
se capitalizan a interés compuesto del 0,03/12 cada mes. La primera mensualidad permanece un

total de 71 meses y la tltima, al pagarse el dltimo dia del mes no genera ningtn interés. La cantidad

0,03\ "
1+ = 1

0,06\
=107 (1+=
(1+%)

total que tendremos el 31 de diciembre de 2005 serd igual a:

0,03\ " 0,03\ "° 0,03
I+ ) +(1+ +ot (14 +1

12 12
En consecuencia, debera ser:

0,03\ "2
1+= 1
(*12) ]

Usando una calculadora se obtiene: P = 181,457 donde hemos redondeado por exceso.

P =P

12
0,03

P

Podemos también hacer el cdlculo anterior teniendo en cuenta la aproximacién para n grande

n
(1 + I) ~e" de la siguiente forma:
n

1+ =1+ — =14+ —=— ~ ¢72/400
12 400 400
r - 24/200
0,06\ 2 3\ 2 3\ 200 /
1+ — =(1+-— = (14— 2 ¢72/200
4 200 200
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En consecuencia:
72/200

~ 105 _
P10 T 181,695

donde hemos redondeado por exceso.
20. Pruébense las igualdades

T
(a) arccosx-+arcsenx = 3 Vxe[—-1,1]

1
(b) tan(arcsenx) = L sec(arcsenx) = ——— Vx¢g/ —1,1]

1—x2 V1—x2

Solucion (a) Puede comprobarse esta igualdad de muchas formas. Por ejemplo, si despejamos, podemos
escribir la igualdad de la forma:
arcsenx = /2 — arccosx
Puesto que —1/2 < /2 —arccosx < /2y en el intervalo [—n/2,1/2] la funcion seno es inyectiva,
la igualdad anterior es equivalente a la siguiente: x = sen(7/2 — arccosx) la cual es efectivamente

cierta porque, para todo x€[—1,1] es:

sen(m/2 — arccosx) = sen(7/2) cos(arccosx) — cos(m/2) sen(arccosx) = x

(b) Para todo x€] — 1, 1] es:

tan( ) sen(arcsenx) X
an(arcsenx) = =
cos(arcsenx)  cos(arcsenx)

Ahora como

cos?(arcsenx) = 1 —sen?(arcsenx) = 1 —x2
y ademds cos(arcsenx) > 0, se sigue que cos(arcsenx) = \/ 1 —x2 lo que prueba la igualdad pe-
dida.

Andlogamente, se tiene que:

1 .
sec(arcsenx) = ————— = por lo antes visto =
cos(arcsenx)

1
V1—x2
21. Pruébese por induccidn la igualdad:

n+1
2

x nx
sen 5 (senx+sen2x+---+sennx) = sen —- sen X

Solucién La igualdad es evidentemente cierta para n = 1. Supongamos que es cierta para un nimero natural

n'y probemos que entonces lo es también para n + 1. Tenemos:

X nx n+1 X
seni(senx+sen2x+---+sennx—|—sen(n+l)x):sen?sen 2 x+sen§sen(n+1)x
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22.

Solucion

23.

Solucion

En consecuencia, todo se reduce a probar que:

1 x (n+Dx n+2
x+ senisen(n—i— 1)x = sen 5 sen——x

nx n
sen — sen
2 2

a a—>b
Usando que sen(2a) =2senacosa y que sena+senb = 2sen cos — tenemos:

nx n+l1 X nx _n
sen —-sen x+sen sen(n+ 1)x = sen — sen

2

! —i—senx ZSenn—H cosn—i_1 =
2 2 2 FESTHTH T

n+1 nx X n+1 n+1 nx n+2 —nx
=sen X |sen — -+ 2sen — cos x| =sen X |sen — +sen x+sen— | =
2 2 2 2 2
Sen(n+l)xsenn+2
= X
2 2

como queriamos probar.

Esttdiese la continuidad de la funcién f: R — R dadapor f(x)=E(x?) (parte entera de x?) para
todo xeR.

Claramente f = E o @ donde ¢(x) = x2. Puesto que @ es continua en todo punto y la funcién parte
entera es continua en R \ Z, deducimos por el teorema de composicién de funciones continuas, que
f es continua en todo punto a € R tal que ¢(a) = a® ¢ Z. Es decir, f es continua en R\ B donde
B={\/n:neN}U{—y/n:neN}U{0}. Los puntos de B requieren un estudio particular pues, a
priori, no podemos asegurar que f sea discontinua en ellos.

Empecemos estudiando la posible continuidad de f en 0. Es claro que para —1 < x < 1 tenemos
que 0 < x? < 1 por lo que f(x) = 0 para todo x €] — 1, 1[. Es decir, la funcién fj=1,1] Crestriccion
de f al intervalo | — 1,1|) es la funcion constante igual a 0y por tanto f-1,1] es continua. Como
el intervalo | — 1, 1| es abierto deducimos, por el teorema de localizacion que f es continua en
]| —1,1[y, en particular, f es continua en 0.

Consideremos ahora un punto de la forma /g donde g €N (fijo en lo que sigue). Para todo x €
Vg —T1,,/q] se tiene que g — 1 < x*> < g por lo que f(x) = g — 1. Cualquiera sea 8 > 0, hay
puntos x €], /g — 8, ,/q+8[N]\/q—1,,/q[ para los que |f(\/q) — f(x)| = |g— (¢ —1)| =1, por lo
que tomando €, < 1 deducimos que f no es continua en ,/q.

De forma andloga se prueba que f es discontinua en los puntos de la forma —, /g donde g€ N.

Probar que si f es continua en a entonces también lo es | f|. Dar un ejemplo de funcién discontinua

cuyo valor absoluto es continua.

Todo lo que se necesita es la desigualdad ‘ lu| — |v| } < |u — v|. En nuestro caso tenemos:

If = 1f (@] < |f(x) = fla)]
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24,

Solucion

25.

Solucion

26.

Solucion

Supuesto que f es continua en a, dado € > 0, existe & > 0 tal que si |[x —a| < 8y x € dom(f)
entonces | f(x) — f(a)| < & lo que, por la desigualdad anterior, implica que ||f(x)| — |f(a)|| <&y,
por tanto, |f| es continua en a.

La funcién dada por f(x) =1 si x>0y f(x) = —1 si x <0, es discontinua en 0 pero |f| es

continua en 0.

Sean A, B conjuntos no vacios de niimeros reales. Supongamos que a < b paratodo a € A y para

todo b € B. Probar que supA < infB.

Sea C el conjunto de los mayorantes de A. La hipétesis nos dice que B C C. En consecuencia
sup(A) = min(C) es un minorante de B y por tanto, sup(A) serd menor o igual que el maximo

minorante de B, es decir, sup(A) < inf(B).

Sean A, B, conjuntos no vacios y acotados de nimeros reales. Definamos:
A—B={a—b:acA, beB}; AB={ab:acA, be B}

Pruébese que sup(A — B) = supA —infB 'y, supuesto que A C RT y B C R, probar que
sup(AB) = supA supB.

Sea o = sup(A), B = inf(B), ¥ = sup(A — B). Cualesquiera sean a € A, b € B se tiene que a <
o, B < b. En consecuencia a —b < o — B, lo que prueba que o — 3 es un mayorante de A — B, y

por tanto Y < o. — .

Probaremos ahora que o — 3 < 7. Cualesquiera sean a € A, b € B se tiene que a — b < v, es decir,
a < b+7. Esta ultima desigualdad nos dice que, fijado un elemento b € B, el nimero b+ 7Y es un
mayorante de A, por lo que o < b+y. Hemos obtenido asi que para todo b € B se verifica que

o — Y < b, es decir, . — 7y es un minorante de B, y por tanto ot — Yy < B, es decir, o — B < .

Sea o = sup(A), B = sup(B), u = sup(AB). Cualesquiera sean a € A, b € B se tiene que a < «,
b < B. En consecuencia, por ser a > 0,b > 0, ab < a.f3, lo que prueba que o3 es un mayorante de
AB y por tanto u < o.f.

Probaremos ahora que o3 < u. Cualesquiera sean a € A, b € B se tiene que ab < u, esto es,
a < u/b. Esta ultima desigualdad nos dice que, fijado un elemento b € B, el nimero u/b es un
mayorante de A, por lo que o < u/b. Hemos obtenido asi que para todo b € B se verifica que

b < u/a, es decir,y/o es un mayorante de B, y por tanto B < u/a, es decir, aff < .
Estiidiese la continuidad de la funcién f : R — R, definida por f(x) =xE(1/x) six#0, f(0) = 1.

Los ejercicios de este tipo siempre pueden hacerse de varias formas. Una de ellas consiste en usar

los resultados que conocemos sobre la continuidad de la suma, producto, cociente y composicién
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de funciones continuas. De esta manera podemos reducir el estudio de la continuidad de la funcién

dada al de otras funciones mas sencillas.

En nuestro caso, la funcién que nos dan es producto de dos funciones, f(x) = I(x)®(x), donde /
es la funcién identidad y @ = E o U donde E es la funcién parte enteray U(x) = 1/x, U(0) =0

(nétese que como f(0) = 0 hay que definir U(0) dandole algin valor, no importa cual).

Sia # 0 es un nimero real tal que 1/a no es un nimero entero, entonces la funcién U es continua en
a, y como E es continua en U (a) (porque la funcién parte entera es continua en R \ Z), concluimos
que la funcién compuesta ¢ = E o U es continua en a y, como la funcién identidad es continua en

todo punto, deducimos que f también es continua en a.

Notese que no podemos afirmar a priori que f sea discontinua en los puntos de la forma 1/n donde
n # 0 es un entero. Ello se debe a que nada puede decirse en general de la composicion de una

funcion continua y otra discontinua: unas veces es continua 'y otras no.

Estudiemos qué ocurre en un punto de la forma 1/p donde p > 2 es un entero (fijo en lo que sigue).
Tenemos que f(1/p) = 1. Paratodo x€]1/(p—1),1/p[ se tiene que p—1 < 1/x < p, por lo que
E(1/x)=p—1y f(x) = (p—1)x, y por tanto
fA/p)=fx)=1=(p—1)x>1=(p—1)/p=1/p.

En consecuencia, dado €, = 1/2p, cualquiera sea & > 0 hay puntos x€]1/(p —1),1/p[ cuya dis-
tancia al punto 1/p es menor que §, para los cuales no se verifica que |f(1/p) — f(x)] < &,.
Concluimos que f es discontinua en 1/p. De forma parecida se prueba que f es discontinua en los
puntos de la forma 1/q donde g < —2 es un entero. Igualmente se prueba que f es discontinua en

los puntos 1y —1.

Queda por ver qué pasa en 0. Si dibujamos con paciencia (con lapiz y regla) la grafica de f obte-

\\ \\I

e

nemos esto:
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27.

Parece que f es continua en 0. Para probarlo hay que probar que | f(x) — f(0)| = | f(x) — 1] es tan
pequefio como queramos (< €) siempre que |x — 0| = |x| sea suficientemente pequefio (< §). Lo

usual en estos casos es trabajar para atrds. Empezamos acotando f(x) — 1. Recordemos que
E(l/x)<1/x<E(1/x)+1 Q)

Si x > 0 podemos multiplicar por x dicha desigualdad para obtener que
xE(1/x) <1< xE(1/x)+x.

Resulta asi que para x > 0 es:
0<1—xE(1/x) =f(0)— f(x) <x (2)

Si x < 0 podemos multiplicar por x la desigualdad (1) para obtener que

xE(1/x) 21> xE(1/x)+x.

Resulta asi que para x < 0 es:
0=>1—xE(1/x)=f(0)— f(x) =2x esdecir 0< f(x)—f(0) < —x 3)

De (2) y (3) deducimos que |f(x) — f(0)] < |x|. En consecuencia, dado € > 0, tomamos 8 = € con

lo que, evidentemente, si |x| < & entonces |f(x) — f(0)| < €. Luego f es continua en 0.

Notese que ni la funcién parte entera ni la funcién U antes definida son continuas en cero y ello

no impide que f si lo sea.

El teorema de localizacién también puede usarse en este tipo de ejercicios. En nuestro caso, es
evidente que para x > 1 es f(x) =0y para x < —1 es f(x) = —x. Por tanto la restriccion de f a
los intervalos |1,4-eo[ y | —eo, —1[ es continua y, como estos intervalos son abiertos, deducimos
por el teorema de localizacién que f es continua en dichos intervalos. De forma parecida podemos
razonar con un intervalo del tipo ]1/(n+1),1/n[ donde n € N pues, para x€]1/(n+1),1/n[ se
tiene que f(x) = nx, luego la restriccion de f a dicho intervalo es continua y, por tratarse de un
intervalo abierto, deducimos que f es continua en |1/(n+ 1),1/n]. Andlogamente se razona con
un intervalo del tipo | — 1/n,—1/(n+ 1)[. El teorema de localizacién no nos dice qué pasa en los
puntos extremos de los intervalos considerados, es decir, en los puntos de la forma 1/n donde

neZ*,y tampoco en 0. Esos puntos requieren, al igual que hicimos antes, un estudio particular.

Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales. Para cada x € R definamos la “distanciade x a A”

por: dist(x,A) = inf{|x —a| : a € A}. Pruébese que para todos x,y € R se verifica que:
| dist(x,A) —dist(y,A)| < [x—y|

Dediizcase que la aplicacién x — dist(x,A) es continua.
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Solucion Teniendo en cuenta que |a| < b equivale aque a < by —a < b, la desigualdad que nos piden probar

equivale a estas dos desigualdades:

dist(x,A) —dist(y,A) < |[x—y| y dist(y,A) —dist(x,A) < [x— | 4)

Pero es claro que basta con probar una sola de ellas pues entonces cambiando x por y obtenemos
la otra (porque |x —y| = |y — x|). Probaremos la primera de las dos desigualdades (4). Escribamos
la desigualdad en la forma:

dist(x,A) < |x—y| +dist(y,A)

En todo lo que sigue x e y estdn fijos. Tenemos que para todo a €A :
dist(x,A) < [x—a| < [x—=y|+ |y —al

es decir,

dist(x,A) — [x—y| < |y—a| paratodo acA

Deducimos que el nimero dist(x,A) — |x — y| es un minorante del conjunto {|y—al|:a € A}, y
por tanto serd menor o igual que el maximo minorante de dicho conjunto, que es por definicién

dist(y,A). Hemos probado asi que
dist(x,A) — |x —y| < dist(y,A)
Que es la desigualdad que queriamos probar.

Es evidente, teniendo en cuenta la desigualdad que acabamos de probar, que la funcién @(x) =
dist(x,A) es continua, pues dado € > 0, tomamos 8§ = € con lo que, evidentemente, si [x —y| < &

entonces |@(x) —@(y)| < |x —y| < €. Nétese que, aqui un mismo “§” vale para todo punto y.

28. Sea f:R — R continua, mayorada y tal que para todos a,b€R con a < b, se verifica que sup f(Ja,b[) =
sup f(R). Pruébese que f es constante.

Solucion Llamemos = sup f(R). Es claro que f(x) < P paratodo x€R. Y, si f es constante deberd darse la
igualdad f(x) = B en todo punto x de R. Luego tenemos que probar que, dado a € R, es imposible
que ocurra f(a) < . Pero eso es claro, pues si fuera f(a) < B, entonces tomando A €| f(a), B], por el
teorema de conservacion del signo aplicado a la funcién g(x) = A — f(x) en el punto a, deducimos
que existe un intervalo abierto |u, v[ que contiene al punto a y tal que para todo x €]u, v[ es g(x) > 0,

es decir, f(x) < A. Pero entonces sup f(Ju,v[) <A < B en contradiccion con la hipdtesis hecha.

29. Sea f: [a,b] — R una funcién continua tal que f(a) <0, f(b) <0y f(c) > 0 para algin c€|a,b|.
Pruébese que hay dos nimeros u, vtales que a < u <v < b, f(u) = f(v) =0y f(x) > 0 para todo

x€lu,vl.
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Solucién Hay varias formas de hacer este ejercicio. Por ejemplo, podemos definir

30.

u=sup{x€la,c[: f(x) =0}, v=inf{x€lc,b[: f(x) =0}

Con ello es facil probar que a <u <c <v<by f(u) = f(v) =0 pero f no puede anularse entre
uy v, por lo que, al ser f(c) > 0, concluimos que f(x) > 0 para todo x €]u, v].

Vamos a ver ahora una propiedad interesante de las funciones continuas cuyas consecuencias son

con frecuencia llamativas.

Sea f: [a,b] — R una funcién continua. Llamemos al nimero f(b) — f(a) el incremento de f en
[a,b]. Dado un nimero natural n > 2, nos preguntamos si hay algun intervalo de longitud (b—a)/n
en el cual el incremento de f sea igual a (f(b) — f(a))/n. Para ello dividimos el intervalo [a,b]
en n intervalos de longitud igual a (b — a)/n. Estos intervalos son de la forma [xg,xx41], donde
xx=a+k(b—a)/n,k=0,1,...,n— 1. Es claro que la suma de los incrementos de f en cada uno

de los n intervalos [xg, x| es igual al incremento de f en el intervalo [a, b]. Es decir:

n—1

Y (Frsr) = f(x) = f(B) — f(a).

k=0
Como en esta suma hay n sumando en total, deducimos que o bien todos ellos son igual a (f(b) —
f(a))/n o bien alguno de ellos es mayor que (f(b) — f(a))/n en cuyo caso tiene que haber nece-

sariamente otro que sea menor que (f(b) — f(a))/n.

Definamos la funcién g: [a,b— (b—a)/n] — R por g(x) = f(x+ (b—a)/n) — f(x). Nétese que

g(xx) = f(xx+1) — f(xx). Segtin acabamos de ver:

f(b)—f(a)

= O bien para todo k =0,1,...,n— 1 es g(xx) =
n

Floer) — fla) = LO =@

n
= O bien hay puntos x,,x, tales que g(x,) < (f(b) — f(a))/n < g(x4), en cuyo caso, como la

, en cuyo caso se verifica que

funcién g es continua, el teorema de los ceros de Bolzano implica que tiene que haber algtin

punto 7, comprendido entre x,, y x, tal que g(,) = (f(b) — f(a))/n, es decir se verifica que

flto+(b—a)/n) = [(t,) = (f(b) = f(a))/n.
Hemos probado asi que hay un intervalo de longitud (b — a)/n en el cual el incremento de f es

igual a (f(b) — f(a))/n.

Un reloj averiado marca inicialmente un tiempo ¢¢. El reloj puede adelantar o atrasar, pero cuenta
con exactitud periodos de 12 horas, es decir, pasadas 12 horas el reloj marca un tiempo #¢ + 12

horas. Demuéstrese que en algiin momento dicho reloj mide con exactitud una hora.
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Solucion

31.

Solucion

32.

Solucion

Sea f:1]0,12] — R la funcién definida por: f(¢) = tiempo (medido en horas) que marca el reloj
en el tiempo 7. Podemos admitir que f es continua. El incremento de f en el intervalo [0, 12]
es igual a f(12) — f(0) = 12. Deducimos, por lo antes visto que, para cada n > 2, hay algin
intervalo de longitud (12 —0)/n en el cual el incremento de f es igual a (f(12) — £(0))/n. Es
decir, que en algin instante c, el reloj mide con exactitud un periodo de tiempo igual a 1n—2 horas:

flco+12/n) — f(c,) = 12/n. Tomando n = 12 obtenemos la solucién del ejercicio.

Un automovilista sale de Granada hacia Madrid un sdbado a las 8h de la mafiana y el domingo
inicia el regreso a la misma hora. Sabiendo que invirti6 igual tiempo en ambos viajes, pruébese
que en algiin momento del domingo el automovilista se encuentra a igual distancia de Granada que

a la que se encontraba el sdbado en ese mismo momento.

Supongamos que el automovilista tarda 4 horas en llegar a Madrid. Llamando f:[8,12] = R
la funcién que en el tiempo 7 (medido horas) nos da la distancia f(¢) (medida en kilémetros)
que el automovilista ha recorrido el sabado, y g:[8,12] — R a la funcién que en el tiempo ¢
(medido horas) nos da la distancia g(¢) (medida en kilémetros) que el automovilista ha recorrido

el domingo; tenemos que f(8) = g(8) =0, f(12) = g(12) = a = distancia de Granada a Madrid.

Como las funciones f y g son continuas, la funcién h(z) = f(t) — (o — g(¢)) también es continua.
Como h(8) = —a. < 0, h(12) = a > 0, deducimos que h(t,) = 0 para algin 7, € [8,12], es decir
f(t,) = oo—g(t,). Por tanto, el sabado y el domingo, en el instante 7, el automovilista se encuentra

a la misma distancia de Granada.

Si dibujas las graficas de f y de g veras que este resultado es evidente.
Sea f:R — R continua y decreciente. Pruébese que hay un tnico punto a €R tal que f(a) =a.

Naturalmente, se trata de probar que la funcién g(x) = x — f(x) se anula en algin punto. Como
es continua (porque nos dicen que f lo es) y estd definida en un intervalo, intentaremos aplicar
el teorema de Bolzano. Tomemos un punto ¢ € R. Si f(c) = ¢ hemos acabado. En otro caso serd
f(c) # c. Supongamos que f(c) < c. Entonces, como f es decreciente, serd f(f(c)) = f(c). Si
f(f(c)) = f(c), hemos acabado. En otro caso serd f(f(c)) > f(c). Pero en este caso obtenemos
que g(c) >0y g(f(c)) <0 por lo que el teorema de Bolzano garantiza que g tiene que anularse

en algiin punto. Se razona de forma andloga si suponemos que ¢ < f(c).
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